7 Zaktad Wytrzymatosci Materiatow 1 Konstrukgji

Wydziat Mechaniczny Energetyki i Lotnictwa %

Metoda elementow skonczonych
(MES1)

Wyktad 9A. 1D element belkowy

04.2024




Przyktady belek

Dzwigar skrzydta

ktadka

Puchacr - Tyiow tadica

POTYTIEOw QOMOTWYCh i,

.
>
- Skrrydho praee

Sworzed gdwrry spnaicy
MONCOWR at 2yOet

Kabea typu tandeni” Osrgra aabmy Qpried

Kongows diwsgan
SN Famewy owets s vk b

Provdng Gbica prayr2g0sw pokiadowych

Dratek sterowy
Msha sagreniowa
Kok preedne

Qoub

Linka nappcs
Ddegar gty 1200y Werunty

Statecmix .

LE AT y 4 -

(ohwarty)

Nagha wywarnga
(Irymer)




Zginanie bez sity poprzecznej (czyste zginanie)

_ promien
Rrzywizny




Naprezenie:
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Przypomnienie: belka wspornikowa - rozwigzanie metodg Ritza

A

Po

Rozwigz metodg Ritz’a belke wspornikowg
uzywajac dang funkcje aproksymacyjna:

B
W(x)=a, +a, -Xx+a,-x*+a, - x°
X >
Warunki brzegowe: W(x =0)=0 = 611 = O W (x=0)= O =) a2 =
Rozwigzanie przyblizone: 1 Rozwiazanie Sciste:

V“\-/(X)_ 254 EOJ - X _% EpJOI X s W(X)_ 264 ey, X _%IETO X’ + 5 EpJo X

M, (x)= 5 pol? —1 pyl - X w(x) - M, (x) =14 po(1 = x)°

T(x)=—1 py 10 W [T(x)==py1=X]
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5|2 ~
12 pOI — Mg(x) 1 |2 1 |- /
N/ 15 Po > Po /\\T(X)




Element belkowy (zginanie w jednej ptaszczyznie)

AW1 —9 W2 45 d,, s — przemieszczenia
0,=q, /W(é) ®,=q, poprzeczne w weztach
) ) d,, d, — katy ugiecia w weztach
¢ B, (dodatnie znaki w kierunku
é przeciwzegarowym)
|
@ . @ n=2; n,=2 2 ny=n-n,=4
et -

Zatézmy przyblizenie funkcji ugiecia w elemencie:  W(&) =y + & + 0(352 + a4§3
Wymagane sg jednak nowe parametry: wy,w,, 61, 0,

Wektor parametrow weztowych _
Aproksymacja weztowa:

w 1 :
o 0| . w(g) = N;(£)g
, = Wz — q3 =1
0, e 44/, W(é:) = l_N (g)J{q}e !




Element belkowy - relacja pomiedzy @y, &,, 05, &, i (;,0,,05,0,

2 3 AW1=q1 W2 Qs
W) =y +a,d + o™ + a8 - w(¢) =
= B
—
przemieszczenie w wezle 1> %= w(0) = o, | 3
kat ugiecia w wezle 1 -> q, = S_V;(O) =a,, ®__ le ___®
przemieszczenie w wezle2 g, =w(l) =, + .|, + a1’ + a1,
. , dw
kat ugiecia w wezle 2 2> q,= E(|) =a, +2a,l, +3a,1?.
W zapisie macierzowym: 117071010
(ql\ 1 0 0 0 ralw (0(1\ 0 1 0 0 fql\
d, O(1|0]0||a a,| a,
J &: J - < e _ _ _ < e
N R M B EBE
2 (04 e e e Lq Je
G [0 1|2 |3l }la, AR EI
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Element belkowy — funkcje ksztattu

Przemieszczenie aproksymowane mozna przedstawi¢ w postaci:

o .
W(E) =[ 16,68 172 = N N, () Ny (). N, (0| 2 |
a, 04

————————————————————————————

N () =1-35 425 | MAla =1 o ga=1
el
N, (&) =¢- 2—e+§, le? .
’ N,(o)
N,(5) = 35——2? ‘
N (f)—i+f—2. -




Element belkowy - funkcje ksztattu i ich pochodne

' If *N I 3
N”g{—g }M:L '\/:DLN

Dla pierwszej funkcji ksztattu:
b 12 _ 12

Dla pozostatych funkcji ksztattu:

I Bt B2 . 3.8 N b
NZ: 1"[9,2'1'[62% ,N,_- Le'f(zg ,M'-—\cz,
% __Q 2 N6 _ {2 NII’:'_L’?:

Nal = 5 PE 13T 5 1 37
3.2 y. 2, & N, "= 52_

N = L& 28, Ny = L¢+l£§ e e
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Element belkowy — catkowita energia potencjalna

Funkcja ugiecia i jej pochodne: W(f) = l_N (f)_'{CI}e ,
w'(£) = N'($) [{a},,
w'(&) = N"(£) |{a},-

Catkowita energia potencjalna belki o dtugosci /.:

V,=U, W, = [w@as- [ pemeds

- = [wiewEds -5 ILqJ NN J{a}, dg

"N, NN, NN,

14 " " 4

N N, N,

El, % NSNS NN, N,
- 7|—qJe j 2” 1rr ".o.on dg{q}e '

o NN NN, ONSN,TONN

N N, N N, N

"
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Element belkowy — macierz sztywnosci

Energia sprezysta belki:

U, = Lal[k].{al,

k], =E1[°

Macierz sztywnosci elementu belkowego:
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Element belkowy - sity zastepcze

Praca obciazenia zewngtrznego:  \\/P :j p(&)w(&)dE = j p(§)LN (f)J{CI}e d&

!
‘e

= [ M©p(©). No(O)pE), Ny ©pE), Ny©p©) | g}, <.

0

fql\
e e e e q

LFl R R F, Jﬁ “r=LF 1 {a},
s

s )

p
er

Ie
Weztowe sity zstepcze od wydatku ciagtego: F° = j N.(&)p(&)déE
0
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Przyktad sity zastepcze dla wydatku statego
Ie

= [Ni(&)p(&)d¢
0

Weztowe sity zstepcze od wydatku ciggtego:

Dla wydatku statego:

Le — le 4 4 . 2 e ﬂ
f o .d ( A= 3 -+ _2:5 1 o 5 \3] = A i
5 drata il B A { -
tfr : ke ‘? L
£ . ; foi = r t e
Ev iliap 4" sIR S dyie T
itd.
e _ ¢ pOIe
hi=h=5 Pole Pole
2
e pole2 ° poi polze
R =75 12 12
_p |2 @ @
Fe = _Pole o,
12
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Element belkowy — zestawienie funkcji poszukiwanych

12

( 92 ﬂS’T 9
Hlo i : L9de=L%1,949394-
E’E E% L A4
Ugiecie: w( g) =|N |- {%ge — Wielomian stopnia 3-go
14§ 4\

M t | o . ja lini
ST ol -y W= BRI, — ot

sita E (E) - "Ejj W"':.-: - Ejj LN"'J .{qz‘e — Funkcja stata

thqgca: avb g
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Element belkowy — uktad rownan

Catkowita energia potencjalna elementu belkowego:

V, =U, -W,, = —LQJ [k]e ta}e LQJ {Fle

4x4 4x1 4x1
Warunek minimalizacji ca’kaW|teJ energii potencjalnej:
oV :
=0 i=123,...,n
oq

k] {q} ={F) | mmp 2EL)SL 2% |79 | & %L _
[]e{q}e { }e 1° | =6 | =3l 6 | -3l 4q?,>

€ e €

3| 15 | =3 | 217 [19,]),
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Przyktad belka wspornikowa obcigzona statym wydatkiem (jeden element)

W;=d W,=0,

Wektor parametrow weztowych

=0, &,=d, Wy q1 0
- () 01 2( )0
] 5 2 De W2 a(  )as
0 0 q4 q
| . NT27e N4 e N4 o
- -
pO e pO e i_____l I I~ e ]
> pd o 2 T ?;t > 3: X k
T e BTN N T YN T
@12 Sity zastepcze 12& ZEI i E < > — < _OI -
I 1 T 1 1 ) @ I _é! _:SI 6 =3l q3 2
i o | 12 )
2El O —
E (6q3_3IQ4)— 2 , 1 p0|4 1 p0|3
2 l q3 5 q4 — A
Y12
w<§>=iNi(5)qi = lwp=(3-1) (2 o S B B
i=1 8 6/ El 8 6 24 El 12El
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Przyktad belka wspornikowa obcigzona statym wydatkiem (jeden element)
253 (€ Qs 512-%4): R, —r%ﬁ

Reakcje:
N Fl ----- 2 Ej ﬁ_‘z
feiar s lardfo) | £ | ( 34 - )_ s
2EI A 230 || (%/5 T ’E C?A R?.-+ 'ﬁ—L

Pl 6 [llal | 2 |
s #5320 |la) | -pd | ‘ z
__________________ b2 )] =~ pol ; o= - %@
_lM _1pfl G
Y

Moment gnacy: pe
Mg= E3- uu“(g)= ES-ZNiG)- 4
Mg= B3 ( Na§) G+ N G) g0)
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5 Pl AN G

el -
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Przyktad belka wspornikowa obcigzona statym wydatkiem (trzy elementy)

Wektor parametréow weztowych:

fql\ le\
@p L p 3 “e 0| |6
q3 WZ
e: M q4 02
g =+ > =< >
{ } Os Wy
Energia sprezysta w kazdym elemencie: e o,
q w
—LqJ ——LQJ[k ] a} e,
IxN  NxN e Nx1 \qSJ L4 )
Rozszerzone macierze sztywnosci elementéw:
¥]= [¥], = [],=
qs qs, 47, 48

qi, 4z, 43 g4 qs 44, 45 4s
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Przyktad belka wspornikowa obcigzona statym wydatkiem (trzy elementy)
LE

Energia sprezysta catej belki: U= zue _ %qu(zl[k*lj{q} _ %LqJ[K]{Q}

1
Catkowita energi ncjalna uktadu: \/ =U -W. = — K — F
atkowita energia potencjalna ukta Z ZI_qJ[ ]{q} |_q_|{ }

Warunek minimum catkowitej energii potencjalnej uktadu: oV -0 i=12.3....n
aq;
[ K] {CI} = { F} + przemieszczeniowe warunki brzegowe
0
" 14 14 14 14 q _ 12 Ie 6 2 12 Ie 6 Ie
M (&) = EW'() = B N NSNS N ol Mq(f){E(f—g)ql+f(§—§|e)qz—E(S—E)Qﬁg(f—g)%}ﬂ,
q4)e
4]
" L4 " " q2 _ 12 6
T()=-EW(©) =l NN, NN | G IO R CRIN
3 e e
Us )
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Przyktad belka wspornikowa obcigzona statym wydatkiem (trzy elementy)

ly | Ry | ks Ky 0 0 0] 0
ky | k| kL ks, 0 0 0|0
kil 1 k_‘:Q kSI 3 + klzl k“l-L + k122 k123 k lsz ﬂ G
kll klz k},s + kzzl kL "‘k;z k3, k?i 0 0
oo k[ &
010 ki, ki
0 0 0 0
0 0 0 0
R e e e e F
3, |22 | 3L\ 2l ol 0o [ 0|0 3
6 | 3Ll12] 0| -6|3] o] o0 P,
: . . q; 0
2er |3 Lo (4| 3L D)oo 9 P,
I Q 0 | -6 qs M
C 0 3;3 q'ﬁ' P + pﬂ-[e
q; 2
( 0 0 gy pofj
Q 0 0 12

Q"1%

4,
q;
4q,
qs
qs
q;

qs )

o I, BINC S T I e

T
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Typowe obliczenia MES

1. Wyznaczenie macierzy sztywnosci elementéw  [k],

2. Agregacja macierzy elementow w macierzy globalnej [K]

3. Wyznaczenie wektora obcigzen zastepczych {F}

4. Wprowadzenie warunkéw brzegowych — wyznaczenie wszystkich
poszukiwanych parametrow {q}

5. Wyznaczenie sit wewnetrznych (momentdw i sit tngcych) oraz naprezen

normalnych i stycznych
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Przyktad M, M. . o

(41
P 6, q2 0
w q q .
@ 3 {q}=9 922 =1 g (=) 0 ( {F}=
W3 ds 0
t @ L =e 03] \gs) \qg)
6 3l -6 3| : \
i B I L
2E1 6 3l 3+3ll 6 3l 12| O 3l 0 P
K] = ' 2El TANE
3 3l 2 2+217] -3 12 |—3 014 S0, ¢ =1
B "l 6 3l 31| 1?7 | 21° a4) |
12 -3 212 /
(0] (W) | 712 | 3l | -12i
3 & =<6, ‘t=— 3l 15 ~12 |
s 2 (" 96EI
Os) (65 ~121 | -12 | 48




Przykiad znajdz sktadowe obcigzenia zastepczego dla liniowo roztozonego wydatku

ol3) = (525 +py

)

1) Sita zastepcza poprzeczna w wezle 1:

"3 le
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2) Moment zastepczy w wezle 1:

¢ o
e = VplEhMl)s= [Py,
g'p“\‘/"z ----------------- 9_2.’. ......
- 5242,9 "'Bé (o)L

______________________________________

______________________________________

e '3
Ree éP(i)-Nq[s)d;,: SQ_E.

______________________________________




Przykiad znajdz sktadowe obcigzenia zastepczego dla liniowo roztozonego wydatku

el 10 N GOON
® A1) P2 i (
' q
i D J") 10 Nmm
1/ _1%1 lo = 260mu r:
SM ZOOmm. 3 N N N
o= T 2 (ol (ik)-coomn = ~6o0
N 2 2.2 _p4
l:z il Sr 200 mm g %(30,’%).200 mm’ = = 107 Nmm
12
— = 1Sum " 200 mm
Fe - + 2 (308, ) 0mm = 600N
N v N
Fe = — (_:15_'"“)'200 mm® (30 mm 200mm® = — 169 Nmp
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