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Wykład 9A. 1D element belkowy

Metoda elementów skończonych
(MES1)
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Przykłady belek

kładka

trampolina

Dźwigar skrzydła
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Zginanie bez siły poprzecznej (czyste zginanie)

promień 

krzywizny 

Moment 
gnący

belka
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Odkształcenie: 

Naprężenie: 

Krzywizna:
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Moment gnący w belce

Moment bezwładności 
przekroju

Dla prostokąta:
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Zginanie z siłą poprzeczną (zginanie poprzeczne)

Belka wspornikowa

Siła tnąca 
w belce
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Element belkowy (zginanie w jednej płaszczyźnie)

q1, q3 – przemieszczenia 
              poprzeczne w węzłach 
q2, q4 – kąty ugięcia w węzłach
         (dodatnie znaki w kierunku
            przeciwzegarowym)

𝑞 𝑒 =

𝑤1

1
𝑤2

2 𝑒

=

𝑞1
𝑞2
𝑞3
𝑞4 𝑒

Wektor parametrów węzłowych

3

4

2

321)(  +++=wZałóżmy przybliżenie funkcji ugięcia w elemencie:

Wymagane są jednak nowe parametry: 𝑤1, 𝑤2, 1 , 2 

4

1

( ) ( )i i

i

w N q 
=

=

 

 

 

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) .

e

e

e

w N q

w N q

w N q

 

 

 

=   

 =   

 =   

Aproksymacja węzłowa:

𝑛 = 2   ; 𝑛𝑝 = 2 →   𝑛𝑒 = 𝑛 ∙ 𝑛𝑝 = 4
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Element belkowy - relacja pomiędzy 4321 ,,,  i 4321 ,,, qqqq

1 1

2 2

2 3

3 1 2 3 4

2

4 2 3 4

(0) ,

(0) ,

( ) ,

( ) 2 3 .

e e e

e e

q w

dw
q

d

q w l l l l

dw
q l l l

d






   

  


= =

= =

= = + + +

= = + +

przemieszczenie w węźle 1 ➔

kąt  ugięcia w węźle 1         ➔

przemieszczenie w węźle2 ➔

kąt  ugięcia w węźle 2         ➔

W zapisie macierzowym:

1 1

2 2

2 3

3 3

2

4 4

1 0 0 0

0 1 0 0
.

1

0 1 2 3

e e e

e e

q

q

l l lq

l lq









    
    

    =    
    
        

1 1

2 2

3 3
2 2

4 4

3 3 2

1 0 0 0

0 1 0 0

3 2 3 1

2 1 2 1

e e e
e

e e e e

q

q

q

l l l l q

l l l l









 
 
 
    
    

    =   
− − −    
        

− 
 
  

3

4

2

321)(  +++=w
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Element belkowy – funkcje kształtu

Przemieszczenie aproksymowane można przedstawić w postaci:

Funkcje kształtu elementu belkowego:

1 1

2 22 3

1 2 3 4

3 3

4 4

( ) 1, , , ( ), ( ), ( ), ( )

q

q
w N N N N

q

q




       





   
   
   

 = =       
   
      

2 3

1 2 3

2 3

2 2

2 3

3 2 3

2 3

4 2

( ) 1 3 2 ,

( ) 2 ,

( ) 3 2 ,

( ) .

e e

e e

e e

e e

N
l l

N
l l

N
l l

N
l l

 


 
 

 


 


= − +

= − +

= −

−
= +

N (  )

1 1

1

2
N (  ) N (  )

4

N (  )
3

tg   =1

e

tg   =1

e

ee

𝑞1 = 1 𝑞3 = 1

𝑞2 = 1
𝑞4 = 1
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Element belkowy - funkcje kształtu i ich pochodne

Dla pierwszej funkcji kształtu:

Dla pozostałych funkcji kształtu:
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Element belkowy – całkowita energia potencjalna

Funkcja ugięcia i jej pochodne:  

 

 

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) .

e

e

e

w N q

w N q

w N q

 

 

 

=   

 =   

 =   

Całkowita energia potencjalna belki o długości le:

2

0 0

( ( )) ( ) ( )
2

e el l

e e ze i i j j

i j

EI
V U W w d p w d Pw M     = − = − − −  

   
0 0

1 1 1 2 1 3 1 4

2 1 2 2 2 3 2 4

3 1 3 2 3 3 3 4

4 1 4 2 4 3 4 4

( ) ( )
2 2

2

e el l

e ee

e

EI EI
U w w d q N N q d

N N N N N N N N

N N N N N N N NEI
q

N N N N N N N N

N N N N N N N N

      = = =      

        

        
=   
        

        


 

 
0

.
el

e
d q










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Element belkowy – macierz sztywności

Energia sprężysta belki:

   
1

2
e ee e

U q k q=   

 

1 1 1 2 1 3 1 4

0 0 0 0

2 1 2 2 2 3 2 4

0 0 0 0

3 1 3 2 3 3 3 4

0 0 0 0

4 1 4 2

0 0

e e e e

e e e e

e e e e

e e

l l l l

l l l l

e l l l l

l l

N N d N N d N N d N N d

N N d N N d N N d N N d

k EI

N N d N N d N N d N N d

N N d N N d

   

   

   

 

       

       

=

       

   

   

   

   

 4 3 4 4

0 0

e el l

N N d N N d 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    
  

  

Macierz sztywności elementu belkowego:

 
2 2

3

2 2

6 3 6 3

3 2 32

6 3 6 3

3 3 2

e e

e e e e

e
e ee

e e e e

l l

l l l lEI
k

l ll

l l l l

− 
 

−
 =
 − − −
 

−  
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Element belkowy - siły zastępcze

Praca obciążenia zewnętrznego:  

 

0 0

1 2 3 4

0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) ,

e e

e

l l

p

ze e

l

e

W p w d p N q d

N p d N p d N p d N p d q d

     

            

= = =  

=   

 



 

1

2

1 2 3 4

3

4

, , ,p e e e e

ze eee

q

q
W F F F F F q

q

q

 
 
 

 = =      
 
  

0

( ) ( )
el

e

i iF N p d  = Węzłowe siły zstępcze od wydatku ciągłego:
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Przykład siły zastępcze dla wydatku stałego

0

( ) ( )
el

e

i iF N p d  = Węzłowe siły zstępcze od wydatku ciągłego:

1 2

0
p

p

2
0 e 0 e

2
0 e

12

2

12

2

e0

p

pp

0
1 3

2

0
2

2

0
4

2

12

12

e e e

e e

e e

p l
F F

p l
F

p l
F

= =

=

−
=

Dla wydatku stałego:

itd.



16

Element belkowy – zestawienie funkcji poszukiwanych

Ugięcie:

Moment 
gnący:

Siła 
tnąca:

Wielomian stopnia 3-go

Funkcja liniowa

Funkcja stała
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Element belkowy – układ równań

Całkowita energia potencjalna elementu belkowego:

         
4 4 4 11 4 1 44 1

1

2
e e zeV U W q q q Fk e ee ee

  

= − = −

Warunek minimalizacji całkowitej energii potencjalnej:

0e

i

V

q


=


1,2,3, ,i n=

     
e e e

k q F=

1 1

2 2

2 2

3

3 3

2 2
4 4

6 3 6 3

3 2 32

6 3 6 3

3 3 2

e e

e e e e

e ee

e ee e e e

l l q F

q Fl l l lEI

q Fl ll

q Fl l l l

−    
   −    

=   
− − −    

   −    



19

Przykład belka wspornikowa obciążona stałym wydatkiem (jeden element)

1

2
2 2

0
3

3

2 2 2
4 0

06 3 6 3

03 2 32

6 3 6 3 2

3 3 2

12

F

l l F

l l l lEI p l

ql ll

ql l l l p l

 
 −  
  

−    
=   

− − −    
   − − 

 
 

𝑞 𝑒 =

𝑤1

1
𝑤2

2 𝑒

=

𝑞1
𝑞2
𝑞3
𝑞4 𝑒

=

0
0
𝑞3
𝑞4 𝑒

Wektor parametrów węzłowych

0
3 43

2
2 0

3 43

2
(6 3 ) ,

2

2
( 3 2 ) ,

12

p lEI
q lq

l

p lEI
lq l q

l

− =

−
− + =

2 2
2 3 2 30 0 0 03 1 2 1 5

( )
8 6 8 6 24 12

p l p l p l p l
w

EI EI EI EI
    

−   
= − + + = −   
   

4

0
3

3

0
4

1

8

1

6

p l
q

EI

p l
q

EI

=

=

4

0
3

3

0
4

1

8

1

6

p l
q

EI

p l
q

EI

=

=

4

1

( ) ( )i i

i

w N q 
=

=

Siły zastępcze
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Reakcje:

Moment gnący:

Jak w rozwiązaniu Ritza !

Przykład belka wspornikowa obciążona stałym wydatkiem (jeden element)

x
l

2

012
6 lp

2

012
5 lp

2

012
1 lp−

( )xM g

~

( )xMg
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Przykład belka wspornikowa obciążona stałym wydatkiem (trzy elementy)

1 2

0
p

3 4

P

M

1 2 3

1
q q

3
q

5
q

7

q
2 4

q q
6

q
8

 =
3e

e e e

 

1 1

2 1

3 2

4 2

5 3

6 3

7 4

8 4

q w

q

q w

q
q

q w

q

q w

q









   
   
   
   
   
   

= =   
   
   
   
   
   

  

Wektor parametrów węzłowych:

   
1

2
e e ee

U q k q=       *

11

1

2
e

N N NN e

U q qk
 

=

Energia sprężysta w każdym elemencie:

Rozszerzone macierze sztywności elementów:
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Przykład belka wspornikowa obciążona stałym wydatkiem (trzy elementy)

Energia sprężysta całej belki:     
1 1

1 1

2 2

LE LE

e e
e i

U U q k q q K q

= =

 
 = = =        

 
 

    
1

2
zV U W q K q q F= − = −      Całkowita energia potencjalna układu:

0
i

V

q


=


1,2,3, ,i n=Warunek minimum całkowitej energii potencjalnej układu:

    K q F= + przemieszczeniowe warunki brzegowe

1 2 3 43 2 3 2

1 3 2 43 2

12 6 2 12 6
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

2 3 2 3

12 6
( ) ( ) ( ) .

e e e
q e

e e e e

e e

l l l
M q l q q q EI

l l l l

T q q q q EI
l l

    



 
= − + − − − + − 
 

 
= − − + + 

 
1 2 3 43 2 3 2

1 3 2 43 2

12 6 2 12 6
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

2 3 2 3

12 6
( ) ( ) ( ) .

e e e
q e

e e e e

e e

l l l
M q l q q q EI

l l l l

T q q q q EI
l l

    



 
= − + − − − + − 
 

 
= − − + + 

 

1

2

1 2 3 4

3

4

1

2

1 2 3 4

3

4

( ) ( ) , , , ,

( ) ( ) , , , .

q

e

e

q

q
M EIw EI N N N N

q

q

q

q
T EIw EI N N N N

q

q

 

 

 
 
     = =      
  

 
 
     = − =      
  

1

2

1 2 3 4

3

4

1

2

1 2 3 4

3

4

( ) ( ) , , , ,

( ) ( ) , , , .

q

e

e

q

q
M EIw EI N N N N

q

q

q

q
T EIw EI N N N N

q

q

 

 

 
 
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Przykład belka wspornikowa obciążona stałym wydatkiem (trzy elementy)
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Typowe obliczenia MES

1. Wyznaczenie macierzy sztywności elementów

2. Agregacja macierzy elementów w macierzy globalnej 

3. Wyznaczenie wektora obciążeń zastępczych 

4. Wprowadzenie warunków brzegowych – wyznaczenie wszystkich 

poszukiwanych parametrów 

5. Wyznaczenie sił wewnętrznych (momentów i sił tnących) oraz naprężeń 

normalnych i stycznych

 
e

k

 K

 F

 q



6 3l -6 3l

3l 2l2 -3l l2

-6 -3l 6+6 -3l+3l -6 3l

3l l2 -3l+3l 2l2 +2l2 -3l l2

-6 -3l 6 -3l

3l l2 -3l 2l2

1

2

2 3

P

M

1

M1 2

A B C
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Przykład

3

2 2

4 13

2 2

6 2

12 0 3
2

0 4

3 2

l q P
EI

l l q M
l

l l l q M

−   
   

=   
   
   

2

3 2

4 2 1

6 3 2

7 3 12

3 15 12
96

12 12 48

q w l l l P
l

q l M
EI

q l M





− −     
     

= = −     
     − −     

𝐾 =
2𝐸𝐼

𝑙3

𝑞 =

𝑤1

1
𝑤2

2
𝑤3

3

=

𝑞1
𝑞2
𝑞3
𝑞4
𝑞5
𝑞6

=

𝟎
𝟎
𝑞3
𝑞4
𝟎
𝑞6

 𝐹 =

𝑭𝟏
𝑭𝟐
−𝑃
𝑀1

𝑭𝟓
𝑀2
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Przykład znajdź składowe obciążenia zastępczego dla liniowo rozłożonego wydatku

1) Siła zastępcza poprzeczna w węźle 1:
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2) Moment zastępczy w węźle 1:

3) Siła zastępcza poprzeczna w węźle 2:

4) Moment zastępczy w węźle 2:
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Przykład znajdź składowe obciążenia zastępczego dla liniowo rozłożonego wydatku
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